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Для расчета потерь от вихревых токов в печатной обмотке якоря 
машины постоянного тока необходимо знать результирующее магнитное 
поле машины, полученное наложением на основное поле возбуждения 
поля реакции вихревых токов.
В работе проводится расчет результирующего магнитного ноля 
в области, занятой проводниками печатной обмотки. Полученные ре­
зультаты позволяют точнее провести расчет потерь и оценить степень 
влияния вихревых токов на основное поле возбуждения машины.
Расчет выполнен при следующих допущениях:
1. He учтена неравномерность распределения напряженности внеш­
него магнитного поля машины по ширине проводника, возникающая 
при движении проводника в этом поле. Таким образом, рассматривает­
ся проводник не в бегущем магнитном поле, что имеет место в машине, 
а в переменном однородном магнитном поле, направленном нормально 
плоской поверхности проводника.
2. Расчет проводится относительно первой гармоники внешнего 
магнитного поля. Однако результаты расчета позволяют оценить сте­
пень влияния поля реакции на высшие гармонические основного поля.
3. Учтена реакция вихревых токов отдельного проводника. Тем не 
менее, полученные результаты могут быть использованы для определе­
ния магнитного поля, создаваемого соседними проводниками.
4. Ограниченный по длине прямоугольного сечения проводник з а ­
меняется бесконечным цилиндрическим проводником эллиптического 
сечения.
5. He учитываются токи смещения как внутри, так и вне проводни­
ка, что вполне допустимо в случаях малых частот, имеющих место 
в машине постоянного тока.
Окончательная формулировка задачи: бесконечный цилиндр эллип­
тического сечения шириной 2 в , толщиной 2 а  с удельной проводи­
мостью у и магнитной проницаемостью Wi находится в переменном 
однородном магнитном поле H = H 0Vr 2smco/ (соответствующий комп­
лекс H0) (рис. 1). Определить распределение плотности тока по сече­
нию проводника и максимальную величину искажения внешнего поля 
полем вихревых токов. Из очевидных соображений максимальное раз­
магничивающее действие вихревые токи будут оказывать в центре про­
водника.
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Расчет ведется в эллиптической системе координат ц, коорди- 
# ната £ определяет размер софокусных эллипсов, координата ц опреде­
ляет положение софокусных гипербол ортогональных эллипсам.
Координаты Б, Yj связаны с координатами х, у  соотношениями:
2h — расстояние между фокусами эллипсов. Кроме того, ширина ци­
линдра 2a =  2AchE0, толщина цилиндра 2& =  2Ash%, где E0- коорди­
ната, определяющая положение контура эллиптического проводника.
Расчет сводится к интегрированию уравнений Максвелла для ква- 
зистационарного режима
во внешней и внутренней области проводника с учетом непрерывности 
тангенциальных составляющих вектора напряженности магнитного 
поля и нормальных составляющих вектора магнитной индукции
Во внешней области (индекс е) с учетом допущения (5) уравне­
ние (4) имеет вид
и, следовательно, поле вне проводника потенциально и описывается 
уравнением Лапласа для скалярного магнитного потенциала ут
\
У
Ho
V
Рис. 1. Проводник в переменном магнитном поле.
x + j y  = DchC +Лі);
X =  Ach E COSTj;
у =  h sh % sin Yj,
/ ( о
(2)
(3)
rot H = y E
rot E =  — j^\iH
(4)
(5)
Nrle =  Hrtl, (6) Pv H te =  w  H  (7)
rot He =  0, (8)
(9)
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Уравнение (7) в эллиптических координатах имеет вид
1 /  d2zPm , д2<Р,г ) = 0 (IO)
I2 \  д%2  dr?
1
1 y
I =  h(ch2£ cos2 Ti) — коэффициент Ламе.
Представим
?га — Trao +  Vmb-
где Tmo — составляющая потенциала от внешнего однородного поля; 
Ѵть — составляющая потенциала, обусловленная влиянием вихре­
вых токов;
Тгао» ^ - у д о в л е т в о р я ю т  (9).
Выражение для от0 может быть найдено интегрированием урав­
нения
N 0 =  — grad т т0. (11)
С учетом (3)
Vmb =  LZ01 sh E sin т]. (12)
Интегрируя (10) для ѵтЬ по методу Фурье и выбирая решения, 
затухающие на бесконечности, нечетные относительно оси х  и четные 
относительно оси у, получим
OO
Tть =  2 * * +1 ^ ~ (2*+1)’ *sin ( 2 к +  I ) Tj. (13)
/с=0
Тогда
OO
<от =  H0HshSsinTj +  ^ i B2K+!<2«+і)e.gin (2 l)-/j. (14)
K=O
Составляющие напряженности магнитного поля
HU =  - L ^ N =  - J -  ch S Sin4 -
l d i  I
OO
_  2 ( 2 к +  1) В2к+1e-<*+i>e sin (2к +  1)ч], (15)
/с = 0 '
Hrle= - Y j E m -  = _  J r i Zz0Ash E COS IJ+ -
I d Tj /
OO
+  ^ ( 2 /с  +  I) Bte-H e-<2'£+1) £cos(2/c + I)*)]. (16)
к=0
Д ля области внутри проводника (индекс совместное реш е­
ние (4), (5) относительно Е =  ісEzприводит к уравнению Гельмгольца
V2 Ez +  Ki1 B2 =  0, (17)
к \  =  -  j ViT-  ( 1 8 )
1 0 8
TCTl  +  о Н г  +  2(І <ch 2’ - cos 2 ^  °> (19)д Ч  дYj2 
[ к  
—2
Решением (19) [1] является ZQ =  ' / ( Q Ф (^), причем ' / ( ; )  — реш е­
ние модифицированного уравнения Матье
d N  (a1- 2 q c \ \ 2 ï ) y ' = 0  (21)
В эллиптической системе координат (17) имеет вид
q + W  - (20)
d ?
а Ф(^) — решение уравнения Матье
+  («i — 2? cos 2yj) Ф =  0, (22)
a  Tj-
Ci1 — постоянная разделения.
Периодическими решениями (21), (22) являются модифицирован­
ные функции и функции Матье типа косинуса и синуса [1]
OO
X(S) V  [D11 Ce n (I)-YEn Sen(?)], (23)
П О
OO
ф  Ui) =  V  I Fnсеп (T1) +  Kn sen (Ti)] , (24)
п = О
И з 1 совокупности произведений функций (23), (24) выбираются 
только^функции, четные относительно оси х и нечетные относительно 
оси у
OO
Ez =  ^  Р2п+\ Св2п+\ (;) сеіп+х (у+  (25)
п =O i
Составляющие напряженности магнитного поля из (5)
H h =  -  - N -  W  =  -  —, E  c e ^  (’) (fl), (26)
уш|і i l  дг, J«^i l f r .о
H ni =  - Ц  =  _ L _  v  D2n+X Ce' (Q <*2n+1 (V1). (27)
JwtIi I дЧ JMtJiI 2n+1 
Учитывая (6), (7), получим
• оо j 09 ^
U 0 A sh ;0 cos TJ +  2  к•ß « e_KSo cos =  г—  2  Dn Cern (Z0) сеп (г,),
Г  / Т ' * "  . (28)
/L0Lch Q sin Yi — V K - ß Ke - K^ sinKTj =  — S  Cen (Q) се„ (т().
Г \  Jk'+е ;
В (28) и во всех случаях в дальнейшем суммирование произво­
дится только по нечетным к, г и п.
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Можно показать, что для мнимого q
OO
COSKYj =  ^ A k" сеп J i);
П — 1
OO
sin КГ\ =  — 2  Ak сеп (Tj),
П—\ %
где
An °°
V =  -J l . Nn ^ y i IA??.
п  Г =  1
Подставляя (29) в (28), получаем
O O  O O  1  ° °
A ï e - * '  се„ (Yi) +  -ТО—  2  Dn Ce; (I0) се„ (Yl)
к=і л=і LtuFi л=і
=  — / / 0 hsh I02  Al" сеп J ) ,
П — \
O O  O O  , O O wVAJ W
У.У.К  Bk Aic"е~к(»се'п J )  : 'S  Dnсеп (?о) J )
к I л 1
O O
=  /L0 ft ch Io 2  Ai"ee; (yj).
n = l
Система (30) удовлетворяется, если для любого п
OO ,
S k Bk A f  е - Ъ  +  - + —  Dn Се’п (I0) =  -  sh I0 ;
ZZi JtoPi
00 , 1 ,
• 'S  к BkАкпе~ ^  -  + — D n Cen (I0) =  ch I0 A1",
ZmI JtoPe
откуда
PeCen (Io)+Fi Gen(I0)
'S  к B ■ A n e~ Kh =  M0JtAi Je  ch I0 Cen (I0) Pi ShI0Cen (I0)]
£fi  1 7 Pe Cen (S0) +  Fi Cen (I0)
(29)
(30)
(31)
D n =  -  H 0 JjPePi h -^ A 'in_  (32)
(33)
При исследовании внешней области коэффициенты Bk могут быть 
определены с учетом (33) из бесконечной системы уравнений для 
различных п .
Д ля случая медного проводника можно считать =  ц* =  P0* тогда
Dn = ^ - H 0 Г О М Г О А і " (33)
(I0) +  Cen(I0)
или
• L t u M a +  6 )  A l "
3 =  H0 к\ (а +  b)V Ain +Æ. (35)
Y i  Cen (S0) (О
Нормальная составляющая напряженности магнитного поля внут­
ри проводника
Нь = Н 0( а + Ь ) + У  А[п T O( E KT OyI ) (36) 
/ Y i
TC
Отношение H^ i к — / / 0 в точке \ =  0, ?] =  —  , определяющее мак-
2
симальное ослабление внешнего поля полем вихревых токов,
Плотность тока в проводнике
[
P f i  -1 CO Сеп(0,д)се'п(и<1
H
=  - е1°У A[n(q) — T----------------- L — Z_ . (37)
=0 w V t. /t г? z?а
п = і  ( ^ о і  7 )  ~ т  ( E 0 , <7)
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Функции Матье, входящие в (37), зависят от q , что позволяет про­
анализировать г^] £==0 в функции частоты и размеров проводника.
L H0J _ J l  
2
Определим предельные значения q для медного печатного про­
водника.
ZU
Принимая магнитную проницаемость меди Нм =  % =  4т:-IO-9 —  ,
CM
удельную электропроводность Ум =  5 ,6 - IO5 — —^ угловую частоту <« =
ом-см
=  670 - L  (что соответствует при р  4*IO4 об/мин), см,
сек
получим для q значение
. (О UY L2 . -q =  —j -J—  =  — j  0,08,
4
т. е. величину весьма малую.
Д ля малых q формула (37) может быть значительно упрощена. 
Пользуясь разложениями для функций Матье по круговым и ги­
перболическим функциям [1] (индексы только нечетные),
OO 1
T O W  я ) =  c l lTO
K  =  I  
OO
CCn (yI, Я )  = 2  А* cos КУ1’
K = I
выражениями для коэффициентов А" при малых 0, >  0)
( 3 8 )
и учитывая члены со степенью 
чим
1 -
не выше первой в (37), полу-
д а  і 4 — ~ е ~ 2Ч± )
H0J ? = 0 ~  а ,= JL I - E eS6. 4 (.4  j (40)
S0 =  Arth — .
а
(41)
Из (40) видно, что даже в случае предельного значения q =  — у 0,08
отношение ч
Н.
g o  практически не отличается от 1,т.  е. искаже-
ние внешнего поля отсутствует. Это позволяет при расчете потерь 
на вихревые токи в печатных проводниках машин постоянного тока 
в отсутствие на якоре стали не считаться с влиянием реакции вихре­
вых токов на основное поле возбуждения машины.
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